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摘 要 本文主要研究解对称正定矩阵的多级迭代法，并对其收敛性进行证明，最后用数值实验验证此方法 
的有效性．多级迭代法特别 适用于并行计算，并且可以被理解为古典迭代法的扩展，或共轭梯度法的预处理 
子． 
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Abstract In this paper a multistage iterative method for solving the symmetric positive definite linear systems is es。 
tablished and the convergence of the method is proved．A numerical example is ven to ilustrate the efectiveness of 
our method．The method is especially suitable for parallel computation，and can be viewed as a extension of the clas‘ 
sical iterative method Or as a preconditioner for the co．jugate gradient method． 




Ax = b 
的迭代解法，其中系数矩阵A∈R 为实对称正定矩阵． 
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令 A的一个分裂为A=M 一Ⅳ．那么用古典迭代法来求解线性方程组(1)的形式为 
Mx =Nx +b， k=0，1，⋯． (2) 
易知，对于任意给定的初始值‰，当且仅当p(M Ⅳ)<1时，由(2)所产生的迭代序列 是收 
敛的，这里 Ⅳ称为迭代矩阵． 
在另一方面，二级迭代法[2，3，4，5，7]，也称为内外迭代法，包括求解线性方程组(2)中的 
迭代，即继续作分裂 M =F—G且对于 第 k次外迭代，进行P 次内迭代．迭代算法如下， 
算法 1(两级迭代法) 
nction twostage(A，b， 0) 
如r k=0，1，⋯， 
y0 = ， 
，or =1，⋯，P ， 
=  
一 l+(Nx +6)， 
Xk+l · 








对A进行分块A：fAl1 A1 ，其中，若 ：2m，4 ∈RmX~, ：1，2；若n：2m+1，A。 
＼A21 A22／ 
∈ R ．A，，∈ R( ’) ( ．¨ 
设 F㈩ = 
0
“ 
A：，]，G(1)=[一。A．， 一0 】，我们可以得到矩阵A的第一级分裂，即A L J L J 
的2 X 2的块 Jacobi分裂． 









F( )= A 
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G‘ ’= F‘ 一F‘“
， (3) 





function multistage(A， ，b0) 
r k = 0，1，⋯ ， 
r i= 1，2 
y0。i= ． 
s = 1 
，．t= ：一l：0 
M‘ (n／2 +1：n／2 一 ，n／2‘+1：n／2 一 )=A(n／2‘+1：n／2 ～，n／2 +1：n／2 一 ) 
Ⅳ( )= M ( 一A 
厂0r t=2s：一I：0 
F‘ (n／2‘+1：n／2 _。，n／2 +1：n／2‘一 )= (n／2 +1：n／2 一，n／2 +1：n／2 一 ) 
G( )： F(” 一 ( ) 
ij S=q 
， =twos—tage(F~ ¨ ，G 一1， +Ⅳ‘ +6， ’) 
elseforj=1，⋯， 








定义1 分裂 A=M—N称为： 
· 对称分裂，若 是对称且非奇异的； 
· P一正则分裂，若 。+Ⅳ是正定的； 
· 收敛分裂，若P(M N)<1． 
定理1[9] 矩阵A∈R ，且A是对称阵，若分裂A=M—N是一 P一正则分裂，A是对 
称正定的当且仅当P(M Ⅳ)<1． 
定理2[6] 矩阵A∈R ，且A是正定阵，若分裂A=M—N是一个P一正则分裂，则 
正定． 
定理 3[8，3] 矩阵A∈R ，且A是对称正定阵，若分裂A=M —N和M =F—G为对 
称收敛分裂，则对于任意的迭代初始向量‰和任意非负偶数P ，算法 1是收敛的． 
基于以上结论，得到以下定理． 





令A=【三 三2I】，则其分裂为A=M-N,其中M=【 0 A￡，】，Ⅳ=【一。A，一0 】． LA21A J L2 J  21 J
令Q=[A：。 ：】，s=A 一Az A A z．记A =A刍，贝0有A=Q【 兰】Q ，那么A。 ①s 
和A是合同的．因为A是对称正定的，所以A。①S也是对称正定的． 
同时，令P=【一A A ：】，则P[ 三]P = +Ⅳ，那么A。①．s和 +Ⅳ是合同的， 
所以 +Ⅳ也是对称正定的． 
根据定义，分裂A=M一，、，是 P一正则分裂．根据定理 1，p(M N)<1，那么关于A的分 
裂A=M一Ⅳ是收敛的．依照定理2，M正定的．也就是说A。 和A： 都是正定的，那么我们可以 
用同样的方法来证明分裂 F‘ ’=F‘“一G‘’是收敛的且 F( 是正定的． 
定理5 矩阵A∈R ，且A是对称正定阵，则对于任意的迭代初始向量 。和任意内迭代 
次数是非负偶数序列P ≥；后=1，2，⋯，多级迭代算法2是收敛的． 
证明 设矩阵分裂了s次，则 分裂 F‘ =F‘”¨ 一G‘ (内分裂)和分裂 F( )=F(”一 
G ’(外分裂)构成了一个二级迭代，根据定理4，我们知道 当内迭代数是固定的时候，这两个 
分裂都是P一正则分裂．因此，当内迭代数是偶数时最里面的二级迭代是收敛的．接着与上一 
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Jacobi迭代法和 Ssor迭代法相比较．这个数值实验结果是使用 Matlab 7．2．0．232(R2006a)在 
Pentium M1．6GHz的计算机上运算出来的． 
数值例子是椭圆方程离散后得到的线性方程组，其生成的矩阵是对称正定的，我们采用阶 
数是n=1024，其中b为元素全为 1的向量，初始值‰是零向量，终止条件是 + 一 l ≤ 
10～．根据前面的分裂构造方法，对于同一层的内迭代，其矩阵的分裂构造和迭代 矩阵均相 
同，因此，我们可以知道收敛速度只与迭代矩阵相关，因此我们只考虑定常的多级迭代． 
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